Типовые задания по теме 1 « Понятие регрессии. Геометрическая интерпретация в линейной регрессии»
Типовые вопросы для опроса.
1. Объясняемые и объясняющие переменные. 
Ответ.
Объясняющие (экзогенные, независимые) переменные X — это переменные, которые поддаются регистрации и описывают условия функционирования реальной экономической системы. Они в значительной мере определяют значения результирующих переменных. Обычно часть из них поддается регулированию и управлению. Значение этих переменных могут задаваться вне анализируемой системы. Поэтому их называют экзогенными. Еще их называют факторными признаками. В регрессионном анализе это аргументы результирующей функции Y. По своей природе они могут быть как случайными, так и неслучайными.
Результирующая (зависимая, эндогенная) переменная Y- она характеризует результат или эффективность функционирования экономической системы. Значения ее формируются в процессе и внутри функционирования этой системы под воздействием ряда других переменных и факторов, часть из которых поддается регистрации, управлению и планированию. В регрессионном анализе результирующая переменная играет роль функции, значение которой определяется значениями объясняющих переменных, выполняющих роль аргументов. По своей природе результирующая переменная всегда случайна (стохастична).
Любая эконометрическая модель предназначена для объяснения значений текущих эндогенных переменных (одной или нескольких) в зависимости от значений заранее определенных переменных.
2. Отклонения от объясняемых переменных и понятие ошибки.
Ответ.
В классическом регрессионном анализе предполагается, что функция регрессии известна (специфицирована) с точностью до параметров, то есть набор регрессоров (независимых переменных) определен. В эмпирических исследованиях экономических и социальных процессов, из множества возможных вариантов регрессионных уравнений, которые отличаются набором регрессоров, необходимо выбрать наиболее адекватную модель (регрессионную функцию). Такая модель наилучшим образом объясняет поведение реального процесса. Для оценки качества модели линейной регрессии в классическом регрессионном анализе используется показатель, который называется коэффициентом детерминации R2 (читается R - квадрат). Коэффициент детерминации играет важную роль в регрессионном анализе. Ниже приведены три эквивалентных определения этого показателя, которые отличаются формой записи и способом интерпретации.
Представим отклонение зависимой переменной от ее выборочного среднего в виде
	[image: http://sun.tsu.ru/mminfo/2016/Dombrovski/book/chapter-2/images-2-4-1/f2.gif]
	


где первое слагаемое - это отклонение значения зависимой переменной в i-ом наблюдении от прогноза ее среднего значения, второе слагаемое - отклонение прогноза среднего значения зависимой переменной от ее выборочного среднего. Возводя обе части последнего равенства в квадрат и суммируя левые и правые части полученного выражения, запишем:
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Рассмотрим последнее слагаемое в правой части этого выражения.
Имеем:
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получим, что
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и, таким образом, окончательно можем записать:
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[bookmark: _GoBack]При проверке и принятии гипотез существует риск допущения ошибок I и II рода. Ошибка I рода возникает, если нулевая гипотеза истинна, но она отвергается. Ошибка II рода возникает, когда нулевая гипотеза ложна, но она не отвергается. Поскольку t - статистика - величина случайная, то она может случайно принять значение из области отклонения нулевой гипотезы, даже если эта гипотеза верна. Так как вероятность попадания t-статистики в область принятия гипотезы равна [image: http://sun.tsu.ru/mminfo/2016/Dombrovski/book/chapter-2/images-2-4-4/f13.gif], а вероятность попадания в область отклонения равна [image: http://sun.tsu.ru/mminfo/2016/Dombrovski/book/chapter-2/images-2-4-4/f12.gif], то уровень значимости [image: http://sun.tsu.ru/mminfo/2016/Dombrovski/book/chapter-2/images-2-4-4/f12.gif] и будет вероятностью ошибки первого рода. Чем меньше уровень значимости, тем с большим основанием (с большей надежностью) можно принять нулевую гипотезу. Такой уровень значимости называют более высоким. Однако, если нулевая гипотеза на самом деле ложна, в этом случае возрастает вероятность ошибки второго рода. Если же выбрать низкий уровень значимости (это соответствует большему значению [image: http://sun.tsu.ru/mminfo/2016/Dombrovski/book/chapter-2/images-2-4-4/f12.gif]), то вероятность ошибки первого рода будет выше. На практике идут на компромисс, и проверяют гипотезы для двух уровней значимости: низкого, обычно 5% - го и высокого, обычно 1% - го.
3. Эконометрическая модель. 
Ответ.
Эконометрическая модель - это уравнение (или система уравнений) которое в математической форме описывает основные количественные зависимости между анализируемыми экономическими явлениями и процессами. Несущественные взаимосвязи в модели игнорируются.
Эконометрическая модель включает два вида переменных.
1. Переменные, характеризующие те экономические явления и процессы, которые требуется объяснить. Такие переменные принято называть зависимыми или объясняемыми и обозначать Y.
2. Переменные, характеризующие те процессы и явления, которые влияют на значение объясняемой переменной. Они называются независимыми или объясняющими и обозначаются Х1, Х2, Х3 и т.д.
Например, при изучении цен на жилье зависимой переменной Y может быть цена одного квадратного метра, а независимыми - этаж, на котором расположена квартира (Х1), количество комнат (Х2), год постройки дома (Х3), наличие телефона (Х4) и пр.
Математически связь между зависимой и независимой переменными записывается в виде функции:
Y=f(Х1 , Х2 ,. . . , Хm, ε ). (1)
Поскольку эконометрическая модель не включает абсолютно все связи (это невозможно), а акцентирует внимание только на основных, построенное уравнение не может абсолютно точно предсказать поведение зависимой переменной. Всегда будут существовать большие или меньшие отклонения фактических значений от тех, которые будут получены в процессе расчетов по модели. Эти случайные отклонения обозначаются символом ε, а сама модель, включающая вероятностные, а не жестко и однозначно заданные связи - регрессионной.
При наличии линейной связи между зависимой и независимой переменными, модель приобретает следующий вид:
Y=β0+ β 1X1+ β 2X2+. . . β mXm+ ε (2)
В процессе эконометрического моделирования оценивается ожидаемое теоретическое значение зависимой переменной уt на основе выборочных данных:
уt=b0+b1х1+ b1х1+. . . bmхm. +е (3)
или
[image: https://www.ok-t.ru/studopediaru/baza1/2315344711324.files/image003.gif] (4)
Переменные уt, x1, x2 и т.д. оцениваются на основе включаемых в модель статистических данных. Величина е - это остатки.
Например, при анализе стоимости жилья собрана информация по двум сотням различных квартир. По каждой их них определена цена квадратного метра, этаж, количество комнат и пр. Значение yt1 будет представлять собой цену квадратного метра в первой квартире, yt2 - во второй квартире так далее вплоть до yt200.
Аналогично определяются значения независимых переменных. Так, значение x11 будет представлять собой порядковый номер этажа в первой квартире, x12 - во второй квартире, значение x21 - количество комнат в первой квартире, x22 - во второй и т.д.
По результатам эконометрического анализа определяется усредненное влияние каждой из независимых переменных на зависимую посредством расчета величин b0, b1, b2 и т.д. Они называются параметрами модели.
В нашем случае b1 - усредненное влияние этажа на цену квадратного метра, b2 - усредненное влияние количества комнат и т.д.
4. Регрессия как условное математическое ожидание.
Ответ.
Рассмотрим общее понятие регрессии как условного математического ожидания. Пусть случайный вектор [х(со), г/(со)] (здесь со — элементарный исход опыта) имеет плотность р (х,у). Как известно из курса теории вероятностей, плотность условного распределения у(со) при условии х(со) = х0 имеет вид:
[image: https://bstudy.net/htm/img/21/12211/167.png]
Условное математическое ожидание, т.е. регрессионная зависимость у от х, имеет вид:
[image: https://bstudy.net/htm/img/21/12211/168.png]
Таким образом, для нахождения оценок регрессионной зависимости достаточно найти оценки совместной плотности распределения вероятности рп(х, у) такие, чтобы
[image: https://bstudy.net/htm/img/21/12211/169.png]
Тогда непараметрическая оценка регрессионной зависимости, построенная с помощью замены неизвестной исследователю плотности совместного распределения на непараметрическую состоятельную оценку этой плотности, т.е.
[image: https://bstudy.net/htm/img/21/12211/170.png]
при п —> оо является состоятельной оценкой регрессии как условного математического ожидания:
 [image: https://bstudy.net/htm/img/21/12211/171.png]
Регрессионному анализу (т.е. методам восстановления зависимостей) посвящено огромное количество литературы (по нашей оценке, не менее 100 тыс. книг и статей на различных языках). Он хорошо представлен в программных продуктах по анализу данных, особенно та его часть, которая связана с методом наименьших квадратов.
5. Наилучший линейный прогноз.
Ответ.


Гильбертовым пространством вещественно - значных случайных величин с конечным вторым моментом  называется линейное пространство случайных величин с  и скалярным произведением 
	

	





Рассмотрим совокупность линейно-независимых случайных величин , обозначим через  линейную оболочку, натянутую на случайные величины .


Наилучшим линейным прогнозом случайной величины  по совокупности случайных величин  назовем
	

	




Так как , то , следовательно, наилучший линейный прогноз 
	






Минимум достигается тогда, когда  разность  ортогональна подпространству . Таким образом, решение задачи (2.2) сводится к решению системы линейных алгебраических уравнений .. В матричных обозначениях система уравнений представляется в виде:
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Дисперсия ошибки 


Используем предыдущие обозначения, в результате получим . 
Откуда:
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В последних выражениях - скалярное произведение евклидового пространства.


Наилучшим прогнозом случайной величины  по совокупности случайных величин  назовем
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где  минимальная сигма-подалгебра , содержащая события ; ;  означает, что  -  измерима.  Из телескопического свойства условного математического ожидания . Из неравенства, следует неравенство . Отсюда оптимальный прогноз 
	
.
	



Если совместный закон распределения  - многомерный нормальный закон распределения, то по теореме о нормальной корреляции [Ширяев, Вероятность] наилучший прогноз совпадает с наилучшим линейным прогнозом. 

Типовые задания по теме 2 « Диагностика в линейной модели. Ошибки спецификации в линейной регрессии. Критерии выбора модели.»
Задача. По территориям региона приводятся данные за 201X г.
	Номер региона
	Среднедушевой прожиточный минимум в день одного трудоспособного, руб., [image: ]
	Среднедневная заработная плата, руб., [image: ]

	1
	78
	133

	2
	82
	148

	3
	87
	134

	4
	79
	154

	5
	89
	162

	6
	106
	195

	7
	67
	139

	8
	88
	158

	9
	73
	152

	10
	87
	162

	11
	76
	159

	12
	115
	173



Требуется:
1. Построить линейное уравнение парной регрессии [image: ] от [image: ].
2. Рассчитать линейный коэффициент парной корреляции и среднюю ошибку аппроксимации.
3. Оценить статистическую значимость параметров регрессии и корреляции с помощью [image: ]-критерия Фишера и [image: ]-критерия Стьюдента.
4. Выполнить прогноз заработной платы [image: ] при прогнозном значении среднедушевого прожиточного минимума [image: ], составляющем 107% от среднего уровня.
5. Оценить точность прогноза, рассчитав ошибку прогноза и его доверительный интервал.
6. На одном графике построить исходные данные и теоретическую прямую.
Решение.
Система нормальных уравнений имеет вид:
a·n + b·∑x = ∑y
a·∑x + b·∑x2 = ∑y·x
Для расчета параметров регрессии построим расчетную таблицу.
	x
	y
	x2
	y2
	x*y

	78
	133
	6084
	17689
	10374

	82
	148
	6724
	21904
	12136

	87
	134
	7569
	17956
	11658

	79
	154
	6241
	23716
	12166

	89
	162
	7921
	26244
	14418

	106
	195
	11236
	38025
	20670

	67
	139
	4489
	19321
	9313

	88
	158
	7744
	24964
	13904

	73
	152
	5329
	23104
	11096

	87
	162
	7569
	26244
	14094

	76
	159
	5776
	25281
	12084

	115
	173
	13225
	29929
	19895

	1027
	1869
	89907
	294377
	161808


Для наших данных система уравнений имеет вид
12a + 1027·b = 1869
1027·a + 89907·b = 161808
Домножим уравнение (1) системы на (-85.583), получим систему, которую решим методом алгебраического сложения.
-1027a -87893.741 b = -159954.627
1027*a + 89907*b = 161808
Получаем:
2013.259*b = 1853.373
Откуда b = 0.9204
Теперь найдем коэффициент «a» из уравнения (1):
12a + 1027*b = 1869
12a + 1027*0.9204 = 1869
12a = 923.718
a = 76.9765
Получаем эмпирические коэффициенты регрессии: b = 0.9204, a = 76.9765
Уравнение регрессии принимает вид:
y = 0.9204 x + 76.9765
Рассчитаем параметры уравнения регрессии по следующим формулам.
Выборочные средние определим по формулам:



Выборочные дисперсии определим по формулам:


Среднеквадратические отклонения определим по формулам:









Коэффициент корреляции определим по формуле:

Линейный коэффициент корреляции принимает значения от –1 до +1.
Связи между признаками могут быть слабыми и сильными (тесными). Их критерии оцениваются по шкале Чеддока:
0.1 < rxy < 0.3: слабая;
0.3 < rxy < 0.5: умеренная;
0.5 < rxy < 0.7: заметная;
0.7 < rxy < 0.9: высокая;
0.9 < rxy < 1: весьма высокая;
В нашем примере связь между признаком Y (среднедневная заработная плата) и фактором X (среднедушевой прожиточный минимум в день одного трудоспособного) высокая и прямая.
Оценим качество уравнения регрессии с помощью ошибки абсолютной аппроксимации. Средняя ошибка аппроксимации - среднее отклонение расчетных значений от фактических по формуле:

В среднем расчетные значения отклоняются от фактических на 5.75%. Поскольку ошибка меньше 7%, то данное уравнение можно использовать в качестве регрессии.
Выдвигаем гипотезы:
H0: rxy = 0, нет линейной взаимосвязи между переменными;
H1: rxy ≠ 0, есть линейная взаимосвязь между переменными;
Для того чтобы при уровне значимости α проверить нулевую гипотезу о равенстве нулю генерального коэффициента корреляции нормальной двумерной случайной величины при конкурирующей гипотезе H1 ≠ 0, надо вычислить наблюдаемое значение критерия (величина случайной ошибки):

По таблице критических точек распределения Стьюдента, по заданному уровню значимости α и числу степеней свободы k = n - 2 найти критическую точку tкрит двусторонней критической области. Если tнабл < tкрит оснований отвергнуть нулевую гипотезу. Если |tнабл| > tкрит — нулевую гипотезу отвергают.

По таблице Стьюдента с уровнем значимости α=0.05 и степенями свободы k=10 находим tкрит:
tкрит(n-m-1;α/2) = tкрит(10;0.025) = 2.634
где m = 1 - количество объясняющих переменных.
Если |tнабл| > tкритич, то полученное значение коэффициента корреляции признается значимым (нулевая гипотеза, утверждающая равенство нулю коэффициента корреляции, отвергается).
Поскольку |tнабл| > tкрит, то отклоняем гипотезу о равенстве 0 коэффициента корреляции. Другими словами, коэффициент корреляции статистически – значим.
Проверка значимости модели регрессии проводится с использованием F-критерия Фишера, расчетное значение которого находится как отношение дисперсии исходного ряда наблюдений изучаемого показателя и несмещенной оценки дисперсии остаточной последовательности для данной модели.
Если расчетное значение с k1=(m) и k2=(n-m-1) степенями свободы больше табличного при заданном уровне значимости, то модель считается значимой.

Оценка статистической значимости парной линейной регрессии производится по следующему алгоритму:
1. Выдвигается нулевая гипотеза о том, что уравнение в целом статистически незначимо: H0: R2=0 на уровне значимости α.
2. Далее определяют фактическое значение F-критерия:

3. Табличное значение определяется по таблицам распределения Фишера для заданного уровня значимости, принимая во внимание, что число степеней свободы для общей суммы квадратов (большей дисперсии) равно 1 и число степеней свободы остаточной суммы квадратов (меньшей дисперсии) при линейной регрессии равно n-2. Fтабл - это максимально возможное значение критерия под влиянием случайных факторов при данных степенях свободы и уровне значимости α. Уровень значимости α - вероятность отвергнуть правильную гипотезу при условии, что она верна. Обычно α принимается равной 0,05 или 0,01.
4. Если фактическое значение F-критерия меньше табличного, то говорят, что нет основания отклонять нулевую гипотезу.
В противном случае нулевая гипотеза отклоняется и с вероятностью (1-α) принимается альтернативная гипотеза о статистической значимости уравнения в целом.
Табличное значение критерия со степенями свободы k1=1 и k2=10, Fтабл = 4.96
Поскольку фактическое значение F> Fтабл, то коэффициент детерминации статистически значим (найденная оценка уравнения регрессии статистически надежна).
Прогнозные значения факторов подставляют в модель и получают точечные прогнозные оценки изучаемого показателя.
(a + bxp ± ε)
Xp = 85.583*107% = 91.57
Рассчитаем границы интервала, в котором будет сосредоточено 95% возможных значений Y при неограниченно большом числе наблюдений и Xp = 91.57
tкрит(n-m-1;α/2) = tкрит(10;0.025) = 2.634
y(91.57) = 0.92*91.57 + 76.976 = 161.26
Вычислим ошибку прогноза для уравнения y = bx + a по формуле:


161.26 ± 10.512
(150.75;171.77)
С вероятностью 95% можно гарантировать, что значения Y при неограниченно большом числе наблюдений не выйдет за пределы найденных интервалов.
Вычислим ошибку прогноза для уравнения y = bx + a + ε по формуле:


161.26 ± 34.69
(126.57;195.95).
На рисунке 1 представим исходные данные и теоретическую прямую.

Рисунок 1. Исходные данные и теоретическая прямая.

Типовые задания по теме 3 « Нелинейные модели регрессии»
Задача.
	Номер региона
	Среднедушевой прожиточный минимум в день одного трудоспособного, руб., [image: ]
	Среднедневная заработная плата, руб., [image: ]

	1
	1,2
	0,9

	2
	3,1
	1,2

	3
	5,3
	1,8

	4
	7,4
	2,2

	5
	9,6
	2,6

	6
	11,8
	2,9

	7
	14,5
	3,3

	8
	18,7
	3,8



 Требуется: Рассмотреть задачу, предположив, что связь между признаками носит нелинейный характер, и найти параметры следующих нелинейных уравнений: 
У=a+b*lnx+ɛ, 
У=a+b*√x+ɛ, 
У=a*xb*ɛ.
Решение.
1.  Логарифмическая регрессия (У=a+b*lnx+ɛ).
Система нормальных уравнений имеет вид:
a·n + b·∑x = ∑y
a·∑x + b·∑x2 = ∑y·x
Для расчета параметров регрессии построим расчетную таблицу.
	ln(x)
	y
	ln(x)2
	y2
	ln(x)*y

	0.1823
	0.9
	0.03324
	0.81
	0.1641

	1.1314
	1.2
	1.2801
	1.44
	1.3577

	1.6677
	1.8
	2.7812
	3.24
	3.0019

	2.0015
	2.2
	4.0059
	4.84
	4.4033

	2.2618
	2.6
	5.1156
	6.76
	5.8806

	2.4681
	2.9
	6.0915
	8.41
	7.1575

	2.6741
	3.3
	7.1511
	10.89
	8.8247

	2.9285
	3.8
	8.5763
	14.44
	11.1284

	15.3154
	18.7
	35.0349
	50.83
	41.9181


Для наших данных система уравнений имеет вид
8a + 15.315·b = 18.7
15.315·a + 35.035·b = 41.918
Домножим уравнение (1) системы на (-1.914), получим систему, которую решим методом алгебраического сложения.
-15.315a -29.313 b = -35.792
15.315*a + 35.035*b = 41.918
Получаем:
5.722*b = 6.126
Откуда b = 1.0706
Теперь найдем коэффициент «a» из уравнения (1):
8a + 15.315*b = 18.7
8a + 15.315*1.0706 = 18.7
8a = 2.303
a = 0.2878
Получаем эмпирические коэффициенты регрессии: b = 1.0706, a = 0.2878
Уравнение регрессии принимает вид:
y = 1.0706 ln(x) + 0.2878
Определим параметры уравнения.
Выборочные средние определим по формулам:



Выборочные дисперсии определим по формулам:


Среднеквадратические отклонения определим по формулам:









Рассчитаем индекс корреляции по формуле:

Полученная величина свидетельствует о том, что фактор x (среднедушевой прожиточный минимум в день одного трудоспособного) существенно влияет на y (среднедневная заработная плата).
2. Показательная регрессия (У=a+b*√x+ɛ).
Для расчета параметров регрессии построим расчетную таблицу.
	x
	ln(y)
	x2
	ln(y)2
	x*ln(y)

	1.2
	-0.1054
	1.44
	0.0111
	-0.1264

	3.1
	0.1823
	9.61
	0.03324
	0.5652

	5.3
	0.5878
	28.09
	0.3455
	3.1153

	7.4
	0.7885
	54.76
	0.6217
	5.8346

	9.6
	0.9555
	92.16
	0.913
	9.1729

	11.8
	1.0647
	139.24
	1.1336
	12.5636

	14.5
	1.1939
	210.25
	1.4255
	17.3119

	18.7
	1.335
	349.69
	1.7822
	24.9645

	71.6
	6.0024
	885.24
	6.2658
	73.4015


Для наших данных система уравнений имеет вид
8a + 71.6·b = 6.002
71.6·a + 885.24·b = 73.402
Домножим уравнение (1) системы на (-8.95), получим систему, которую решим методом алгебраического сложения.
-71.6a -640.82 b = -53.721
71.6*a + 885.24*b = 73.402
Получаем:
244.42*b = 19.68
Откуда b = 0.08052
Теперь найдем коэффициент «a» из уравнения (1):
8a + 71.6*b = 6.002
8a + 71.6*0.08052 = 6.002
8a = 0.237
a = 0.02965
Получаем эмпирические коэффициенты регрессии: b = 0.08052, a = 0.02965
Уравнение регрессии принимает вид:
y = e0.02964818226997*e0.08052x = 1.03009*1.08385x.
Рассчитаем параметры уравнения регрессии.







Рассчитаем индекс корреляции по формуле:

Полученная величина свидетельствует о том, что фактор x (среднедушевой прожиточный минимум в день одного трудоспособного) существенно влияет на y (среднедневная заработная плата).
3. Степенная регрессия (У=a*xb*ɛ).
Для расчета параметров регрессии построим расчетную таблицу.
	ln(x)
	ln(y)
	ln(x)2
	ln(y)2
	ln(x)*ln(y)

	0.1823
	-0.1054
	0.03324
	0.0111
	-0.01921

	1.1314
	0.1823
	1.2801
	0.03324
	0.2063

	1.6677
	0.5878
	2.7812
	0.3455
	0.9803

	2.0015
	0.7885
	4.0059
	0.6217
	1.5781

	2.2618
	0.9555
	5.1156
	0.913
	2.1611

	2.4681
	1.0647
	6.0915
	1.1336
	2.6278

	2.6741
	1.1939
	7.1511
	1.4255
	3.1927

	2.9285
	1.335
	8.5763
	1.7822
	3.9096

	15.3154
	6.0024
	35.0349
	6.2658
	14.6367


Для наших данных система уравнений имеет вид
8a + 15.315·b = 6.002
15.315·a + 35.035·b = 14.637
Домножим уравнение (1) системы на (-1.914), получим систему, которую решим методом алгебраического сложения.
-15.315a -29.313 b = -11.488
15.315*a + 35.035*b = 14.637
Получаем:
5.722*b = 3.148
Откуда b = 0.5505
Теперь найдем коэффициент «a» из уравнения (1):
8a + 15.315*b = 6.002
8a + 15.315*0.5505 = 6.002
8a = -2.428
a = -0.3035
Получаем эмпирические коэффициенты регрессии: b = 0.5505, a = -0.3035
Уравнение регрессии принимает вид:
y = e-0.30351119266694x0.5505 = 0.73822x0.5505
Рассчитаем параметры уравнения регрессии.







Рассчитаем индекс корреляции по формуле:

Полученная величина свидетельствует о том, что фактор x (среднедушевой прожиточный минимум в день одного трудоспособного) существенно влияет на y (среднедневная заработная плата).

Типовые задания по теме 4  «Гетероскедастичность. Автокорреляция остатков»
Задача. 
	Год 
	Квартал 
	t 
	Количество возбужденных дел, 

	2011

	I
	1
	375

	
	II
	2
	371

	
	III
	3
	869

	
	IV
	4
	1015

	2012
	I
	5
	357

	
	II
	6
	471

	
	III
	7
	992

	
	IV
	8
	1020

	2013
	I
	9
	390

	
	II
	10
	355

	
	III
	11
	992

	
	IV
	12
	905

	2014
	I
	13
	461

	
	II
	14
	454

	
	III
	15
	920

	
	IV
	16
	927


Требуется:
1. Определить коэффициенты автокорреляции.
2. Построить корреллограмму.
3. Проверить критерий Дарбина – Уотсона.
4. Проверить тест Спирмена.
Решение.
Сдвигаем исходный ряд на 1, 2, 3 и 4 уровня. Полученные данные занесем в таблицу.
	yt
	yt-1
	yt-2
	yt-3
	yt-4

	375
	
	
	
	

	371
	375
	
	
	

	869
	371
	375
	
	

	1015
	869
	371
	375
	

	357
	1015
	869
	371
	375

	471
	357
	1015
	869
	371

	992
	471
	357
	1015
	869

	1020
	992
	471
	357
	1015

	390
	1020
	992
	471
	357

	355
	390
	1020
	992
	471

	992
	355
	390
	1020
	992

	905
	992
	355
	390
	1020

	461
	905
	992
	355
	390

	454
	461
	905
	992
	355

	920
	454
	461
	905
	992

	927
	920
	454
	461
	905


Произведем расчет коэффициента автокорреляции 1-го порядка.
Для этого определим параметры уравнения авторегрессии.
Выборочные средние определим по формулам:



Выборочные дисперсии определим по формулам:


Среднеквадратические отклонения определим по формулам:


Линейный коэффициент автокорреляции rt,t-1 определим по формуле:

Составим расчетную таблицу.
	x
	y
	x2
	y2
	x*y

	375
	371
	140625
	137641
	139125

	371
	869
	137641
	755161
	322399

	869
	1015
	755161
	1030225
	882035

	1015
	357
	1030225
	127449
	362355

	357
	471
	127449
	221841
	168147

	471
	992
	221841
	984064
	467232

	992
	1020
	984064
	1040400
	1011840

	1020
	390
	1040400
	152100
	397800

	390
	355
	152100
	126025
	138450

	355
	992
	126025
	984064
	352160

	992
	905
	984064
	819025
	897760

	905
	461
	819025
	212521
	417205

	461
	454
	212521
	206116
	209294

	454
	920
	206116
	846400
	417680

	920
	927
	846400
	859329
	852840

	9947
	10499
	7783657
	8502361
	7036322










Линейный коэффициент корреляции принимает значения от –1 до +1.
Связи между признаками могут быть слабыми и сильными (тесными). Их критерии оцениваются по шкале Чеддока:
0.1 < rt,t-1 < 0.3: слабая;
0.3 < rt,t-1 < 0.5: умеренная;
0.5 < rt,t-1 < 0.7: заметная;
0.7 < rt,t-1 < 0.9: высокая;
0.9 < rt,t-1 < 1: весьма высокая;
В нашем примере связь между рядами - слабая и прямая.
Произведем расчет коэффициента автокорреляции 2-го порядка.
Для этого составим расчетную таблицу и определим параметры уравнения авторегрессии.
	x
	y
	x2
	y2
	x*y

	375
	869
	140625
	755161
	325875

	371
	1015
	137641
	1030225
	376565

	869
	357
	755161
	127449
	310233

	1015
	471
	1030225
	221841
	478065

	357
	992
	127449
	984064
	354144

	471
	1020
	221841
	1040400
	480420

	992
	390
	984064
	152100
	386880

	1020
	355
	1040400
	126025
	362100

	390
	992
	152100
	984064
	386880

	355
	905
	126025
	819025
	321275

	992
	461
	984064
	212521
	457312

	905
	454
	819025
	206116
	410870

	461
	920
	212521
	846400
	424120

	454
	927
	206116
	859329
	420858

	9027
	10128
	6937257
	8364720
	5495597










Произведем расчет коэффициента автокорреляции 3-го порядка.
Для этого составим расчетную таблицу и определим параметры уравнения авторегрессии.
	x
	y
	x2
	y2
	x*y

	375
	1015
	140625
	1030225
	380625

	371
	357
	137641
	127449
	132447

	869
	471
	755161
	221841
	409299

	1015
	992
	1030225
	984064
	1006880

	357
	1020
	127449
	1040400
	364140

	471
	390
	221841
	152100
	183690

	992
	355
	984064
	126025
	352160

	1020
	992
	1040400
	984064
	1011840

	390
	905
	152100
	819025
	352950

	355
	461
	126025
	212521
	163655

	992
	454
	984064
	206116
	450368

	905
	920
	819025
	846400
	832600

	461
	927
	212521
	859329
	427347

	8573
	9259
	6731141
	7609559
	6068001










Произведем расчет коэффициента автокорреляции 4-го порядка.
Для этого составим расчетную таблицу и определим параметры уравнения авторегрессии.
	x
	y
	x2
	y2
	x*y

	375
	357
	140625
	127449
	133875

	371
	471
	137641
	221841
	174741

	869
	992
	755161
	984064
	862048

	1015
	1020
	1030225
	1040400
	1035300

	357
	390
	127449
	152100
	139230

	471
	355
	221841
	126025
	167205

	992
	992
	984064
	984064
	984064

	1020
	905
	1040400
	819025
	923100

	390
	461
	152100
	212521
	179790

	355
	454
	126025
	206116
	161170

	992
	920
	984064
	846400
	912640

	905
	927
	819025
	859329
	838935

	8112
	8244
	6518620
	6579334
	6512098










Составим таблицу для построения коррелограммы и представим ее на рисунке 1 представим.
	Лаг (порядок)
	rt,t-L

	1
	0.06329

	2
	-0.9612

	3
	-0.03629

	4
	0.9647



Рисунок 1. Коррелограмма
В данном ряду динамики тенденции не наблюдается (rt,t-1 = 0.0633 → 0). А также имеются периодические колебания с периодом, равным 4 (rt,t-4=0.96 → 1).
Линейное уравнение тренда имеет вид y = bt + a
Нахйдем параметры уравнения методом наименьших квадратов.
Система уравнений МНК имеет вид:
an + b∑t = ∑y
a∑t + b∑t2 = ∑y*t
Составим расчетную таблицу для определения параметров уравнения.
	t
	y
	t2
	y2
	t y

	1
	375
	1
	140625
	375

	2
	371
	4
	137641
	742

	3
	869
	9
	755161
	2607

	4
	1015
	16
	1030225
	4060

	5
	357
	25
	127449
	1785

	6
	471
	36
	221841
	2826

	7
	992
	49
	984064
	6944

	8
	1020
	64
	1040400
	8160

	9
	390
	81
	152100
	3510

	10
	355
	100
	126025
	3550

	11
	992
	121
	984064
	10912

	12
	905
	144
	819025
	10860

	13
	461
	169
	212521
	5993

	14
	454
	196
	206116
	6356

	15
	920
	225
	846400
	13800

	16
	927
	256
	859329
	14832

	∑136
	10874
	1496
	8642986
	97312

	Ср.знач.
	679.625
	93.5
	540186.625
	6082


Для наших данных система уравнений имеет вид:
16a + 136b = 10874
136a + 1496b = 97312
Из первого уравнения выражаем a и подставим во второе уравнение
Получаем a = 557.55, b = 14.362
Уравнение тренда:
y = 14.362 t + 557.55
В таблице представим значения количества возбужденных уголовных дел в соответствии с уравнением тренда.
	t
	y
	y(t)
	|y - y(t)|

	1
	375
	571.912
	196.912

	2
	371
	586.274
	215.274

	3
	869
	600.635
	268.365

	4
	1015
	614.997
	400.003

	5
	357
	629.359
	272.359

	6
	471
	643.721
	172.721

	7
	992
	658.082
	333.918

	8
	1020
	672.444
	347.556

	9
	390
	686.806
	296.806

	10
	355
	701.168
	346.168

	11
	992
	715.529
	276.471

	12
	905
	729.891
	175.109

	13
	461
	744.253
	283.253

	14
	454
	758.615
	304.615

	15
	920
	772.976
	147.024

	16
	927
	787.338
	139.662


Проверим критерий Дарбина-Уотсона. Этот критерий является наиболее известным для обнаружения автокорреляции.
При статистическом анализе уравнения регрессии на начальном этапе часто проверяют выполнимость одной предпосылки: условия статистической независимости отклонений между собой. При этом проверяется некоррелированность соседних величин ei. Составим расчетную таблицу.


	y
	y(x)
	ei = y-y(x)
	e2
	(ei - ei-1)2

	375
	571.912
	-196.912
	38774.243
	

	371
	586.274
	-215.274
	46342.692
	337.154

	869
	600.635
	268.365
	72019.615
	233905.943

	1015
	614.997
	400.003
	160002.353
	17328.625

	357
	629.359
	-272.359
	74179.329
	452070.343

	471
	643.721
	-172.721
	29832.402
	9927.778

	992
	658.082
	333.918
	111500.995
	256682.301

	1020
	672.444
	347.556
	120795.091
	186.001

	390
	686.806
	-296.806
	88093.732
	415202.084

	355
	701.168
	-346.168
	119832.04
	2436.584

	992
	715.529
	276.471
	76435.986
	387678.372

	905
	729.891
	175.109
	30663.1
	10274.207

	461
	744.253
	-283.253
	80232.229
	210095.507

	454
	758.615
	-304.615
	92790.119
	456.325

	920
	772.976
	147.024
	21615.918
	203977.096

	927
	787.338
	139.662
	19505.409
	54.196

	
	
	
	1182615.253
	2200612.516


Для анализа коррелированности отклонений используют статистику Дарбина-Уотсона:

Критические значения d1 и d2 определяются на основе специальных таблиц для требуемого уровня значимости α, числа наблюдений n = 16 и количества объясняющих переменных m=1.
Автокорреляция отсутствует, если выполняется следующее условие:
d1 < DW и d2 < DW < 4 - d2.
Не обращаясь к таблицам, можно пользоваться приблизительным правилом и считать, что автокорреляция остатков отсутствует, если 1.5 < DW < 2.5. Поскольку 1.5 < 1.86 < 2.5, то автокорреляция остатков отсутствует.
Для более надежного вывода целесообразно обращаться к табличным значениям.
По таблице Дарбина-Уотсона для n=16 и k=1 (уровень значимости 5%) находим: d1 = 1.10; d2 = 1.37.
Поскольку 1.10 < 1.86 и 1.37 < 1.86 < 4 - 1.37, то автокорреляция остатков отсутствует.
Проверим тест ранговой корреляции Спирмена. Присвоим ранги признаку |ei| и фактору X и составим расчетную таблицу.
	X
	|ei|
	ранг X, dx
	ранг |ei|, dy

	1
	196.912
	1
	5

	2
	215.274
	2
	6

	3
	268.365
	3
	7

	4
	400.003
	4
	16

	5
	272.359
	5
	8

	6
	172.721
	6
	3

	7
	333.918
	7
	13

	8
	347.556
	8
	15

	9
	296.806
	9
	11

	10
	346.168
	10
	14

	11
	276.471
	11
	9

	12
	175.109
	12
	4

	13
	283.253
	13
	10

	14
	304.615
	14
	12

	15
	147.024
	15
	2

	16
	139.662
	16
	1


Составим матрицу рангов.
	ранг X, dx
	ранг |ei|, dy
	(dx - dy)2

	1
	5
	16

	2
	6
	16

	3
	7
	16

	4
	16
	144

	5
	8
	9

	6
	3
	9

	7
	13
	36

	8
	15
	49

	9
	11
	4

	10
	14
	16

	11
	9
	4

	12
	4
	64

	13
	10
	9

	14
	12
	4

	15
	2
	169

	16
	1
	225

	136
	136
	790


По формуле вычислим коэффициент ранговой корреляции Спирмена:

Связь между признаком |ei| и фактором X слабая и обратная.

Типовые задания по теме 5  « Применение различного рода функций при анализе экономической безопасности предприятий.»
Задача:
	Год 
	Квартал 
	t 
	Количество возбужденных дел, t 

	2011

	I
	1
	375

	
	II
	2
	371

	
	III
	3
	869

	
	IV
	4
	1015

	2012
	I
	5
	357

	
	II
	6
	471

	
	III
	7
	992

	
	IV
	8
	1020

	2013
	I
	9
	390

	
	II
	10
	355

	
	III
	11
	992

	
	IV
	12
	905

	2014
	I
	13
	461

	
	II
	14
	454

	
	III
	15
	920

	
	IV
	16
	927



Требуется:
1. Провести анализ по аддитивной модели.
2. Провести анализ по мультипликативной модели.
Решение.
1. Построение аддитивной модели временного ряда.
Общий вид аддитивной модели следующий:
Y = T + S + E
Эта модель предполагает, что каждый уровень временного ряда может быть представлен как сумма трендовой (T), сезонной (S) и случайной (E) компонент. Рассчитаем компоненты аддитивной модели временного ряда.
Шаг 1. Проведем выравнивание исходных уровней ряда методом скользящей средней. Для этого:
1.1. Найдем скользящие средние (гр. 3 таблицы). Полученные таким образом выровненные значения уже не содержат сезонной компоненты.
1.2. Найдем оценки сезонной компоненты как разность между фактическими уровнями ряда и центрированными скользящими средними (гр. 4 табл.).
	t
	yt
	Скользящая средняя
	Оценка сезонной компоненты

	1
	375
	-
	-

	2
	371
	657.5
	-286.5

	3
	869
	653
	216

	4
	1015
	678
	337

	5
	357
	708.8
	-351.8

	6
	471
	710
	-239

	7
	992
	718.3
	273.8

	8
	1020
	689.3
	330.8

	9
	390
	689.3
	-299.3

	10
	355
	660.5
	-305.5

	11
	992
	678.3
	313.8

	12
	905
	703
	202

	13
	461
	685
	-224

	14
	454
	690.5
	-236.5

	15
	920
	-
	-

	16
	927
	-
	-


Шаг 2. Используем оценки сезонной компоненты для расчета значений сезонной компоненты S. Для этого найдем средние за каждый квартал (по всем годам) оценки сезонной компоненты Si. В моделях с сезонной компонентой обычно предполагается, что сезонные воздействия за период взаимопогашаются. В аддитивной модели это выражается в том, что сумма значений сезонной компоненты по всем кварталам должна быть равна нулю.
	Показатели
	1
	2
	3
	4

	1
	-
	-286.5
	216
	337

	2
	-351.75
	-239
	273.75
	330.75

	3
	-299.25
	-305.5
	313.75
	202

	4
	-224
	-236.5
	-
	-

	Всего за период
	-875
	-1067.5
	803.5
	869.75

	Средняя оценка сезонной компоненты
	-291.667
	-266.875
	267.833
	289.917

	Скорректированная сезонная компонента, Si
	-291.469
	-266.677
	268.031
	290.115


Для данной модели имеем:
-291.667 -266.875 + 267.833 + 289.917 = -0.792
Корректирующий коэффициент: k=-0.792/4 = -0.198
Рассчитываем скорректированные значения сезонной компоненты Si и заносим полученные данные в таблицу.
Шаг 3. Исключим влияние сезонной компоненты, вычитая ее значение из каждого уровня исходного временного ряда. Получим величины T + E = Y - S (гр. 4 табл.). Эти значения рассчитываются за каждый момент времени и содержат только тенденцию и случайную компоненту.
Находим параметры уравнения методом наименьших квадратов.
Система уравнений МНК имеет вид:
a0n + a1∑t = ∑y
a0∑t + a1∑t2 = ∑y*t
Для наших данных система уравнений имеет вид:
16a0 + 136a1 = 10874
136a0 + 1496a1 = 92753.08
Из первого уравнения выражаем а0 и подставим во второе уравнение
Получаем a1 = 0.217, a0 = 677.784
Среднее значение определим по формуле:

	t
	y
	t2
	y2
	t*y
	y(t)
	[image: https://chart.googleapis.com/chart?cht=tx&chl=(y_%7bi%7d-\overline%7by%7d)%5e%7b2%7d]
	(y-y(t))2

	1
	666.469
	1
	444180.595
	666.469
	678
	173.087
	132.974

	2
	637.677
	4
	406632.063
	1275.354
	678.217
	1759.628
	1643.471

	3
	600.969
	9
	361163.438
	1802.906
	678.433
	6186.806
	6000.782

	4
	724.885
	16
	525458.867
	2899.542
	678.65
	2048.505
	2137.704

	5
	648.469
	25
	420511.72
	3242.344
	678.867
	970.712
	924.039

	6
	737.677
	36
	544167.479
	4426.062
	679.083
	3370.044
	3433.22

	7
	723.969
	49
	524130.751
	5067.781
	679.3
	1966.368
	1995.294

	8
	729.885
	64
	532732.721
	5839.083
	679.517
	2526.109
	2537.01

	9
	681.469
	81
	464399.657
	6133.219
	679.733
	3.399
	3.012

	10
	621.677
	100
	386482.396
	6216.771
	679.95
	3357.961
	3395.729

	11
	723.969
	121
	524130.751
	7963.656
	680.167
	1966.368
	1918.628

	12
	614.885
	144
	378084.076
	7378.625
	680.383
	4191.214
	4289.966

	13
	752.469
	169
	566209.22
	9782.094
	680.6
	5306.212
	5165.133

	14
	720.677
	196
	519375.458
	10089.479
	680.817
	1685.274
	1588.864

	15
	651.969
	225
	425063.251
	9779.531
	681.033
	764.868
	844.741

	16
	636.885
	256
	405623.034
	10190.167
	681.25
	1826.672
	1968.2

	Итого
	10874
	1496
	7428345.477
	92753.083
	10874
	38103.227
	37978.765


Шаг 4. Определим компоненту T данной модели. Для этого проведем аналитическое выравнивание ряда (T + E) с помощью линейного тренда.
Результаты аналитического выравнивания следующие:
T = 677.784 + 0.217t
Подставляя в это уравнение значения t = 1,...,16, найдем уровни T для каждого момента времени (гр. 5 табл.).
	t
	yt
	Si
	yt - Si
	T
	T + Si
	E=yt-(T+Si)
	E2
	E/yt
	|E|/yt

	1
	375
	-291.47
	666.47
	678
	386.53
	-11.53
	132.97
	-0.031
	0.031

	2
	371
	-266.68
	637.68
	678.22
	411.54
	-40.54
	1643.47
	-0.109
	0.109

	3
	869
	268.03
	600.97
	678.43
	946.47
	-77.47
	6000.78
	-0.089
	0.089

	4
	1015
	290.12
	724.89
	678.65
	968.77
	46.24
	2137.70
	0.046
	0.046

	5
	357
	-291.47
	648.47
	678.87
	387.40
	-30.40
	924.04
	-0.085
	0.085

	6
	471
	-266.68
	737.68
	679.08
	412.41
	58.59
	3433.22
	0.124
	0.124

	7
	992
	268.03
	723.97
	679.3
	947.33
	44.67
	1995.29
	0.045
	0.045

	8
	1020
	290.12
	729.89
	679.52
	969.63
	50.37
	2537.01
	0.049
	0.049

	9
	390
	-291.47
	681.47
	679.73
	388.27
	1.74
	3.01
	0.005
	0.005

	10
	355
	-266.68
	621.68
	679.95
	413.27
	-58.27
	3395.73
	-0.164
	0.164

	11
	992
	268.03
	723.97
	680.17
	948.20
	43.80
	1918.63
	0.044
	0.044

	12
	905
	290.12
	614.89
	680.38
	970.50
	-65.50
	4289.97
	-0.072
	0.072

	13
	461
	-291.47
	752.47
	680.6
	389.13
	71.87
	5165.13
	0.156
	0.156

	14
	454
	-266.68
	720.68
	680.82
	414.134
	39.86
	1588.86
	0.088
	0.088

	15
	920
	268.03
	651.97
	681.03
	949.06
	-29.06
	844.74
	-0.032
	0.032

	16
	927
	290.12
	636.89
	681.25
	971.36
	-44.36
	1968.2
	-0.048
	0.048

	
	
	
	
	
	
	0
	37978.77
	-0.074
	1.187


Шаг 5. Найдем значения уровней ряда, полученные по аддитивной модели. Для этого прибавим к уровням T значения сезонной компоненты для соответствующих кварталов (гр. 6 табл.).
Проверим качество полученной модели. Рассчитаем среднюю процентную ошибку по формуле:

Средняя процентная ошибка меньше 5%.
Рассчитаем среднюю абсолютную процентную ошибку по формуле:

Поскольку MAPE<10%, то модель подогнана с высокой точностью.
Для оценки качества построенной модели применим сумму квадратов полученных абсолютных ошибок.
Коэффициент детерминации определим по формуле:

	t
	y
	[image: https://chart.googleapis.com/chart?cht=tx&chl=(y_%7bi%7d-\overline%7by%7d)%5e%7b2%7d]

	1
	375
	92796.39

	2
	371
	95249.39

	3
	869
	35862.89

	4
	1015
	112476.39

	5
	357
	104086.89

	6
	471
	43524.39

	7
	992
	97578.14

	8
	1020
	115855.14

	9
	390
	83882.64

	10
	355
	105381.39

	11
	992
	97578.14

	12
	905
	50793.89

	13
	461
	47796.89

	14
	454
	50906.64

	15
	920
	57780.14

	16
	927
	61194.39

	Итого
	10874
	1252743.75


Коэффициент детерминации составляет 0,97, следовательно, можно сказать, что аддитивная модель объясняет 97% общей вариации уровней временного ряда.
Проверку адекватности модели данным наблюдения произведем по формуле:

где m - количество факторов в уравнении тренда (m=1).
Fkp = 4,6
Поскольку F > Fkp, то уравнение статистически значимо.
На рисунке 1 представим аддитивную модель временного ряда.
[image: C:\Users\Orekhov\Desktop\1.png]
Рисунок 1. Аддитивная модель временного ряда
2. Построение мультипликативной модели временного ряда.
Общий вид мультипликативной модели следующий:
Y = T x S x E
Эта модель предполагает, что каждый уровень временного ряда может быть представлен как сумма трендовой (T), сезонной (S) и случайной (E) компонент. Рассчитаем компоненты мультипликативной модели временного ряда.
Шаг 1. Проведем выравнивание исходных уровней ряда методом скользящей средней. Для этого:
1.1. Найдем скользящие средние (гр. 3 таблицы). Полученные таким образом выровненные значения уже не содержат сезонной компоненты.
1.2. Приведем эти значения в соответствие с фактическими моментами времени, для чего найдем средние значения из двух последовательных скользящих средних – центрированные скользящие средние (гр. 4 табл.).

	t
	yt
	Скользящая средняя
	Центрированная скользящая средняя

	1
	375
	-
	-

	2
	371
	538.333
	-

	3
	869
	751.667
	645

	4
	1015
	747
	749.333

	5
	357
	614.333
	680.667

	6
	471
	606.667
	610.5

	7
	992
	827.667
	717.167

	8
	1020
	800.667
	814.167

	9
	390
	588.333
	694.5

	10
	355
	579
	583.667

	11
	992
	750.667
	664.833

	12
	905
	786
	768.333

	13
	461
	606.667
	696.333

	14
	454
	611.667
	609.167

	15
	920
	767
	689.333

	16
	927
	-
	-


Шаг 2. Найдем оценки сезонной компоненты как частное от деления фактических уровней ряда на центрированные скользящие средние (гр. 5 табл.). Эти оценки используются для расчета сезонной компоненты S. Для этого найдем средние за каждый период оценки сезонной компоненты Sj. Сезонные воздействия за период взаимопогашаются. В мультипликативной модели это выражается в том, что сумма значений сезонной компоненты по всем кварталам должна быть равна числу периодов в цикле. В нашем случае число периодов одного цикла равно 4.
	Показатели
	1
	2
	3
	4

	1
	-
	-
	1.347
	1.355

	2
	0.524
	0.771
	1.383
	1.253

	3
	0.562
	0.608
	1.492
	1.178

	4
	0.662
	0.745
	1.335
	-

	Всего за период
	1.748
	2.125
	5.557
	3.785

	Средняя оценка сезонной компоненты
	0.583
	0.708
	1.389
	1.262

	Скорректированная сезонная компонента, Si
	0.591
	0.719
	1.41
	1.28


Для данной модели имеем:
0.583 + 0.708 + 1.389 + 1.262 = 3.942
Корректирующий коэффициент: k=4/3.942 = 1.015
Рассчитываем скорректированные значения сезонной компоненты Si и заносим полученные данные в таблицу.
Шаг 3. Разделим каждый уровень исходного ряда на соответствующие значения сезонной компоненты. В результате получим величины T x E = Y/S (гр. 4 табл.), которые содержат только тенденцию и случайную компоненту.
Находим параметры уравнения методом наименьших квадратов.
Система уравнений МНК:
a0n + a1∑t = ∑y
a0∑t + a1∑t2 = ∑y*t
Для наших данных система уравнений имеет вид:
16a0 + 136a1 = 10671.27
136a0 + 1496a1 = 92389.52
Из первого уравнения выражаем а0 и подставим во второе уравнение
Получаем a1 = 1.126, a0 = 657.387
Среднее значение определим по формуле:

	t
	y
	t2
	y2
	t*y
	y(t)
	[image: https://chart.googleapis.com/chart?cht=tx&chl=(y_%7bi%7d-\overline%7by%7d)%5e%7b2%7d]
	(y-y(t))2

	1
	634.244
	1
	402265.593
	634.244
	658.513
	1069.96
	588.971

	2
	516.18
	4
	266441.404
	1032.359
	659.638
	22733.018
	20580.414

	3
	616.434
	9
	379990.458
	1849.301
	660.764
	2552.34
	1965.171

	4
	792.795
	16
	628523.343
	3171.179
	661.889
	15835.778
	17136.17

	5
	603.8
	25
	364574.916
	3019.002
	663.015
	3988.422
	3506.367

	6
	655.312
	36
	429433.291
	3931.87
	664.141
	135.554
	77.95

	7
	703.685
	49
	495172.46
	4925.794
	665.266
	1349.134
	1476.009

	8
	796.7
	64
	634730.943
	6373.6
	666.392
	16833.942
	16980.292

	9
	659.614
	81
	435090.465
	5936.525
	667.517
	53.883
	62.461

	10
	493.919
	100
	243955.493
	4939.185
	668.643
	29941.403
	30528.527

	11
	703.685
	121
	495172.46
	7740.534
	669.768
	1349.134
	1150.344

	12
	706.876
	144
	499673.694
	8482.512
	670.894
	1593.739
	1294.725

	13
	779.697
	169
	607928.079
	10136.067
	672.019
	12711.001
	11594.589

	14
	631.659
	196
	398993.298
	8843.228
	673.145
	1245.75
	1721.057

	15
	652.611
	225
	425901.13
	9789.165
	674.27
	205.731
	469.126

	16
	724.06
	256
	524262.502
	11584.956
	675.396
	3261.025
	2368.173

	Итого
	10671.27
	1496
	7232109.528
	92389.521
	10671.27
	114859.816
	111500.347


Шаг 4. Определим компоненту T данной модели. Для этого проведем аналитическое выравнивание ряда (T + E) с помощью линейного тренда.
Результаты аналитического выравнивания следующие:
T = 657.387 + 1.126t
Подставляя в это уравнение значения t = 1,...,16, найдем уровни T для каждого момента времени (гр. 5 табл.).
	t
	yt
	Si
	yt/Si
	T
	TxSi
	E = yt / (T x Si)
	(yt - T*S)2

	1
	375
	0.591
	634.244
	658.513
	389.349
	0.963
	205.894

	2
	371
	0.719
	516.18
	659.638
	474.11
	0.783
	10631.639

	3
	869
	1.41
	616.434
	660.764
	931.493
	0.933
	3905.416

	4
	1015
	1.28
	792.795
	661.889
	847.405
	1.198
	28088.234

	5
	357
	0.591
	603.8
	663.015
	392.011
	0.911
	1225.765

	6
	471
	0.719
	655.312
	664.141
	477.346
	0.987
	40.268

	7
	992
	1.41
	703.685
	665.266
	937.84
	1.058
	2933.296

	8
	1020
	1.28
	796.7
	666.392
	853.169
	1.196
	27832.731

	9
	390
	0.591
	659.614
	667.517
	394.673
	0.988
	21.835

	10
	355
	0.719
	493.919
	668.643
	480.582
	0.739
	15770.736

	11
	992
	1.41
	703.685
	669.768
	944.187
	1.051
	2286.097

	12
	905
	1.28
	706.876
	670.894
	858.933
	1.054
	2122.209

	13
	461
	0.591
	779.697
	672.019
	397.335
	1.16
	4053.265

	14
	454
	0.719
	631.659
	673.145
	483.817
	0.938
	889.081

	15
	920
	1.41
	652.611
	674.27
	950.534
	0.968
	932.301

	16
	927
	1.28
	724.06
	675.396
	864.697
	1.072
	3881.719

	
	
	
	
	
	
	15.997
	104820.486


Шаг 5. Найдем уровни ряда, умножив значения T на соответствующие значения сезонной компоненты (гр. 6 табл.).
Расчет ошибки в мультипликативной модели производится по формуле:
E = ∑Y/(T * S) = 16
Для сравнения мультипликативной модели и других моделей временного ряда можно использовать сумму квадратов абсолютных ошибок.
	t
	y
	[image: https://chart.googleapis.com/chart?cht=tx&chl=(y_%7bi%7d-\overline%7by%7d)%5e%7b2%7d]

	1
	375
	92796.391

	2
	371
	95249.391

	3
	869
	35862.891

	4
	1015
	112476.391

	5
	357
	104086.891

	6
	471
	43524.391

	7
	992
	97578.141

	8
	1020
	115855.141

	9
	390
	83882.641

	10
	355
	105381.391

	11
	992
	97578.141

	12
	905
	50793.891

	13
	461
	47796.891

	14
	454
	50906.641

	15
	920
	57780.141

	16
	927
	61194.391

	Итого
	10874
	1252743.75


Коэффициент детерминации определим по формуле:

Коэффициент детерминации составляет 0,92, следовательно, можно сказать, что аддитивная модель объясняет 97% общей вариации уровней временного ряда.
Проверку адекватности модели данным наблюдения произведем по формуле:

Fkp = 4,6
Поскольку F > Fkp, то уравнение статистически значимо.
На рисунке 2 представим мультипликативную модель временного ряда.
[image: C:\Users\Orekhov\Desktop\2.png]
Рисунок 2. Мультипликативная модель временного ряда
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